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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

Σην ζεκηλάξην ζα γίλεη αλαζθφπεζε κηαο αληηπξνζσπεπηηθήο θαηεγνξίαο ζεκάησλ 

πνπ έρνπλ ηεζεί ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο Μαζεκαηηθψλ ηα πξνεγνχκελα ρξφληα 

θαη θαιχπηνπλ ην ζχλνιν ζρεδφλ ηεο εμεηαζηέαο χιεο. Σπγθεθξηκέλα ζα αλαιπζνχλ 

νη ηξφπνη δεκηνπξγίαο, νη κέζνδνη επίιπζεο θαη νη επηδφζεηο ησλ ππνςεθίσλ ζηα 

ζέκαηα πνπ έρνπλ σο δεηνχκελν ηελ εχξεζε ή απφδεημε ηεο χπαξμεο ησλ ξηδψλ κηαο 

εμίζσζεο. Παξάιιεια ζα εμεηαζηεί κε πνην ηξφπν ε «κεζνδνινγία» πνπ έρεη 

αλαπηπρζεί γχξσ απφ ηε δηδαζθαιία απηψλ ησλ ζεκάησλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ ζπλδέεηαη 

κε ηηο γλψζεηο γηα ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ πνπ έρνπλ απνθηήζεη νη καζεηέο ζηηο 

πξνεγνχκελεο ηάμεηο. 

Τν ζεκηλάξην έρεη δηαδξαζηηθφ ραξαθηήξα πνπ δηεπθνιχλεη ηελ ελεξγφ ζπκκεηνρή 

ησλ εθπαηδεπηηθψλ θαη καζεηψλ πνπ ζα ην παξαθνινπζήζνπλ.    

 

 

 

 

 

ΠΔΡΙΔΥΟΜΔΝΑ 

Δηζαγσγή 

1. Η εκθάληζε εμηζψζεσλ ζε νξηζκέλα ζέκαηα ησλ παλειιαδηθψλ 

εμεηάζεσλ πνπ ηέζεθαλ ηελ ηξηεηία 2021-2023 

2. Η αλάπηπμε κηαο «κεζνδνινγίαο» γηα ηελ αληηκεηψπηζε ησλ εμηζψζεσλ 

ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο 

3. Μεξηθά ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ζεκάησλ ζηα νπνία δεηείηαη κε 

άκεζν ή έκκεζν ηξφπν ε κειέηε ησλ ξηδψλ κηαο εμίζσζεο 

Βηβιηνγξαθηθέο παξαπνκπέο 
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Δηζαγωγή 

Η επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ απνηειεί κία απφ ηηο πην βαζηθέο ελφηεηεο ηεο ζρνιηθήο 

Άιγεβξαο, ε δηδαζθαιία ηεο νπνίαο αξρίδεη ζηελ Α΄ Γπκλαζίνπ θαη νινθιεξψλεηαη 

ηππηθά ζηε Β΄ Λπθείνπ. Αλ πεξηνξηζηνχκε ζηα ζρνιηθά βηβιία Άιγεβξαο ηεο Α΄ θαη 

Β΄ Λπθείνπ, δηαπηζηψλνπκε φηη νη αληίζηνηρεο γλψζεηο πνπ πξέπεη λα έρνπλ 

απνθηήζεη νη καζεηέο, πξηλ αξρίζνπλ λα αζρνινχληαη κε ηελ χιε ησλ παλειιαδηθψλ 

εμεηάζεσλ,  πεξηιακβάλνπλ ηα εμήο: 

Βηβιίν Άιγεβξαο Α΄ Λπθείνπ 

§3.1 Δμηζψζεηο 1
νπ

 Βαζκνχ 

§3.2 Η Δμίζσζε x
λ
 = α 

§3.3 Δμηζψζεηο 2
νπ

 Βαζκνχ 

Βηβιίν Άιγεβξαο Β΄ Λπθείνπ 

§3.5 Βαζηθέο Τξηγσλνκεηξηθέο Δμηζψζεηο 

§4.3 Πνιπσλπκηθέο Δμηζψζεηο θαη Αληζψζεηο 

§4.4 Δμηζψζεηο θαη Αληζψζεηο πνπ αλάγνληαη ζε Πνιπσλπκηθέο, 

§5.1 Δθζεηηθή Σπλάξηεζε (επηιχνληαη θαη εθζεηηθέο εμηζψζεηο), 

§5.3 Λνγαξηζκηθή Σπλάξηεζε (επηιχνληαη θαη ινγαξηζκηθέο εμηζψζεηο) 

Σηε ζειίδα 145 δηαηππψλεηαη ην ζεψξεκα Bolzano γηα πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ξηδψλ κε πξνζέγγηζε.  

Σηηο ζειίδεο 165 θαη 183 ηνλίδεηαη ε ρξεζηκφηεηα ησλ ζρέζεσλ 

1 1x x

1 2α α x x        θαη     
α 1 α 2 1 2log x log x x x    

γηα ηελ επίιπζε εθζεηηθψλ θαη ινγαξηζκηθψλ εμηζψζεσλ.  

Μεξηθέο πην ζχλζεηεο ή εηδηθέο κνξθέο εμηζψζεσλ ππάξρνπλ ζηελ ελφηεηα 

«Αζθήζεηο γηα Δπαλάιεςε» ηεο Α΄ Λπθείνπ θαη ζηηο ελφηεηεο «Γεληθέο Αζθήζεηο» 

ηεο Β΄ Λπθείνπ. 

Οη πξνεγνχκελεο γλψζεηο είλαη πνιχ ζεκαληηθέο γηα ηε κειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ 

εκθαλίδνληαη ζηα ζηνηρεία ηεο Αλάιπζεο πνπ δηδάζθνληαη ζηελ Γ΄ Λπθείνπ. Σηνλ 

επφκελν θαηάινγν θαηαγξάθνπκε νξηζκέλεο βαζηθέο δηαδηθαζίεο φπνπ απαηηείηαη ε 

επίιπζε κηαο εμίζσζεο: 

 Δχξεζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ ή ηεο αληίζηξνθεο κηαο ζπλάξηεζεο f (δηεξεχλεζε θαη 

επίιπζε ηεο εμίζσζεο f(x) = y κε άγλσζην ην x θαη παξάκεηξν ην y)  

 Δχξεζε πηζαλψλ ζέζεσλ αθξνηάησλ (ξίδεο ηεο πξψηεο παξαγψγνπ) 

 Δχξεζε πηζαλψλ ζέζεσλ ζεκείσλ θακπήο (ξίδεο ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ) 
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 Δχξεζε ησλ θνηλψλ ζεκείσλ δχν γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 

 Δχξεζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα xx (ή γεληθφηεξα έρεη γλσζηφ ζπληειεζηή δηεχζπλζεο).  

 Δχξεζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο πνπ είλαη 

παξάιιειε ή θάζεηε ζε επζεία κε γλσζηφ ζπληειεζηή δηεχζπλζεο. 

Πέξα φκσο απφ ηηο πξνεγνχκελεο εχινγεο πεξηπηψζεηο, θάζε ρξφλν εκθαλίδεηαη ζηηο 

παλειιαδηθέο εμεηάζεηο έλα ηνπιάρηζηνλ εξψηεκα ζην νπνίν δεηείηαη κε άκεζν ή 

έκκεζν ηξφπν ε εχξεζε ή ε απφδεημε ηεο χπαξμεο (ή ηεο κε χπαξμεο) ησλ ξηδψλ 

θάπνηαο εμίζσζεο, ε νπνία ζπλήζσο ζπλδέεηαη κε ηε κειέηε κηαο ζπλάξηεζεο.     

Γηα λα απνθηήζνπκε κηα εηθφλα ηεο κνξθήο πνπ έρεη ιάβεη ην θαηλφκελν απηφ ηα 

ηειεπηαία ρξφληα, ζα πεξηγξάςνπκε αξρηθά ηηο εμηζψζεηο πνπ ηέζεθαλ ζηηο 

παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ησλ ηξηψλ ηειεπηαίσλ εηψλ. 

 

1. Η εκθάληζε εμηζώζεωλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ζε νξηζκέλα 

ζέκαηα πνπ ηέζεθαλ ηελ ηξηεηία 2021-2023 

Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2021, Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

3 2αx 3x x 1, x 0

f (x)   ,  κε  α 3.3π
ζπλx 0 x

2

    


  
 



 

Γ1. Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο (κνλάδεο 3) 

αιιά κε παξαγσγίζηκε ζην x0 = 0 (κνλάδεο 3).    Μνλάδεο 6 

Γ2. (i) Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί θαζεκηά απφ ηνο πξνυπνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήκαηνο Rolle ζην 
3π

0,  
2

 
 
 

 (κνλάδεο 3).      

      (ii) Να βξεζεί ην κνλαδηθφ 
3π

μ 0,  
2

 
 
 

 γηα ην νπνίν ηζρχεη f (μ) = 0 (κνλάδεο 3)  

Μνλάδεο 6 

Γ3. Να δείμεηε φηη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f δελ ππάξρνπλ ζεκεία 

κε αξλεηηθή ηεηκεκέλε ζηα νπνία ε εθαπηνκέλε ηεο είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα 

xx.         Μνλάδεο 6 

Γ4. Να δείμεηε φηη f(x)  –1, γηα θάζε 
3π

x ,  .
2

 
  
 

  Μνλάδεο 7 
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Σην πξνεγνχκελν ζέκα δεηείηαη ε επίιπζε δχν εμηζψζεσλ κε έκκεζν ηξφπν (ρσξίο λα 

ρξεζηκνπνηείηαη πνπζελά ε ιέμε «εμίζσζε»). Σπγθεθξηκέλα, ζην εξψηεκα Γ2(ii), αλ 

ιάβνπκε ππφςε ην πεδίν νξηζκνχ θαη ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο f, εθείλν πνπ 

δεηείηαη είλαη ε επίιπζε ηεο εμίζσζεο –εκx = 0 ζην δηάζηεκα 
3π

0,  
2

 
 
 

. Η απάληεζε 

(x = π) είλαη ηεηξηκκέλε γηα θάζε καζεηή πνπ δηαζέηεη ζηνηρεηψδεηο γλψζεηο 

Τξηγσλνκεηξίαο, θαη δελ έρεη βέβαηα παξαπιαλεζεί απφ ηνλ ηξφπν δηαηχπσζεο ηνπ 

εξσηήκαηνο. Παξαηεξνχκε φηη ζην εξψηεκα Γ2(i) δεηείηαη ν έιεγρνο ησλ ππνζέζεσλ 

ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle γηα ηε ζπλάξηεζε f ζην θιεηζηφ δηάζηεκα
3π

0,  
2

 
 
 

, ελψ ζην 

Γ2(ii) ε επίιπζε ηεο εμίζσζεο δεηείηαη σο εχξεζε ηνπ κνλαδηθνχ μ ζην αληίζηνηρν 

αλνηθηφ δηάζηεκα πνπ κεδελίδεη ηελ παξάγσγν ηεο f. Πξφθεηηαη γηα κηα εκθαλή 

απφπεηξα ησλ ζεκαηνδνηψλ λα παξαπιαλήζνπλ ηνχο ππνςήθηνπο πνπ αληηκεησπίδνπλ 

ηα ζέκαηα ησλ εμεηάζεσλ σο εθαξκνγή θαλφλσλ «κεζνδνινγίαο». Τα απνηειέζκαηα 

έδεημαλ πξάγκαηη φηη ν ζηφρνο απηφο ησλ ζεκαηνδνηψλ επηηεχρζεθε. 

Πνιινί ππνςήθηνη, αθνχ έδεημαλ νξζά ζην Γ2(i) φηη δελ ηζρχνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ 

ζεσξήκαηνο Rolle, ρξεζηκνπνίεζαλ ιαλζαζκέλα απηφ ην απνηέιεζκα θαη απάληεζαλ 

φηη δελ ππάξρεη ε δεηνχκελε ξίδα μ ηεο πξψηεο παξαγψγνπ ζην Γ2(ii). Γειαδή 

ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ εζθαικέλν ζπιινγηζκφ φηη «Αλ δελ ηζρχνπλ νη ππνζέζεηο κηαο 

πξφηαζεο, ηφηε δελ ζα ηζρχεη ην ζπκπέξαζκά ηεο». 

Άιινη ππνςήθηνη πξνζδηφξηζαλ ην ππνδηάζηεκα 
π 3π

,  
2 2

 
 
 

 ζην νπνίν ηζρχνπλ νη 

ππνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle, απνδεηθλχνληαο έηζη ηελ χπαξμε ελφο αξηζκνχ μ 

πνπ κεδελίδεη ηελ παξάγσγν ηεο f (ρσξίο βέβαηα λα απνδείμνπλ ηε κνλαδηθφηεηά ηνπ 

θαη λα ην βξνπλ φπσο ξεηά δεηείηαη ζηελ εθθψλεζε). Μηα παξφκνηα ζχγρπζε κεηαμχ 

«εχξεζεο» θαη «χπαξμεο» εκθαλίζηεθε ζε νξηζκέλα ζρεδφλ άξηζηα γξαπηά, ζηα 

νπνία νη ππνςήθηνη κειέηεζαλ ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο παξαγψγνπ f (x) = –εκx ζε θάζε 

έλα απφ ηα ππνδηαζηήκαηα 
π

0,  
2

 
 
 

, 
π

,  π
2

 
 
 

 θαη 
3π

π,  
2

 
 
 

 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο 

θαη έδεημαλ φηη ζην δεχηεξν απφ απηά αλήθεη ην 0. Έηζη (θάλνληαο θαη ρξήζε ηεο 

αληίζηνηρεο κνλνηνλίαο) ζπκπέξαλαλ ηελ χπαξμε (ελψ ην δεηνχκελν ήηαλ ε εχξεζε) 

ηεο κνλαδηθήο ξίδαο ηεο παξαγψγνπ. 
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Τν εξψηεκα Γ3 ζην νπνίν, πίζσ απφ κηα ακηγψο γεσκεηξηθή δηαηχπσζε δεηείηαη 

νπζηαζηηθά λα απνδεηρζεί φηη ε δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε 

f(x) = 0  3αx
2
 – 6x – 1 = 0 κε α < –3 

είλαη αδχλαηε, δελ κπνξεί λα ζεσξεζεί «παξαπιαλεηηθφ» φπσο ην πξνεγνχκελν. Καη 

ζε απηφ φκσο παξαηεξήζεθε κεγάιε αδπλακία ησλ πεξηζζφηεξσλ ππνςεθίσλ, είηε 

λα «κεηαθξάζνπλ» ηε δεηνχκελε γεσκεηξηθή ηδηφηεηα ζηελ δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε, 

είηε λα απνδείμνπλ φηη ε δηαθξίλνπζα ηεο ηειεπηαίαο είλαη αξλεηηθή.
 1

 

Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2022, Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : (0, +)  ΙR  κε ηχπν f(x) = x – ln(3x) 

Γ1.  i) Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο δχν ξίδεο x1, x2, κε 

x1 < 1 < x2. (κνλάδεο 6) 

        ii) Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή.   (κνλάδεο 2) Μνλάδεο 8 

Σηα παξαθάησ εξσηήκαηα, x1 θαη x2 είλαη νη ξίδεο πνπ αλαθέξνληαη ζην εξψηεκα Γ1. 

Γ2. Αλ Δ είλαη ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο f θαη ηνλ άμνλα xx, λα απνδείμεηε φηη: 

  2 1 1 2

1
Δ x x x x 2

2
         Μνλάδεο 7  

Γ3. Να απνδείμεηε φηη:  1f 2 x 0              Μνλάδεο 4 

Γ4. Να εμεηάζεηε αλ ε εμίζσζε:   2 22f (x) ln 3 1 f x x x     έρεη ιχζε. 

             Μνλάδεο 6 

Σην εξψηεκα Γ1(i) δεηείηαη κε ζαθή ηξφπν ε απφδεημε ηεο χπαξμεο ησλ δχν ξηδψλ 

ηεο «κεηθηήο» εμίζσζεο x – ln(3x) = 0, ε νπνία δελ κπνξεί λα γίλεη κε αιγεβξηθέο 

κεζφδνπο θαη απαηηεί ηε ρξήζε αλαιπηηθψλ εξγαιείσλ. Πξφθεηηαη γηα έλα θιαζηθφ 

ζέκα πνπ κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί κε ηνπο εμήο ηξφπνπο: Δίηε πξνζδηνξίδνληαο ηα 

δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο ηεο f θαη θαηφπηλ ηα αληίζηνηρα ζχλνια ηηκψλ κε έιεγρν ηεο 

νξηαθήο ζπκπεξηθνξάο ζηα αλνηθηά άθξα ησλ δηαζηεκάησλ, είηε ελαιιαθηηθά κε 

ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ζηα δηαζηήκαηα 
1

,  1
3

 
 
 

 θαη [1, 2]. 

Τα πξάγκαηα είλαη ιηγφηεξν ζαθή ζην εξψηεκα Γ4, φπνπ δεηείηαη λα ειεγρζεί αλ κηα 

εμίζσζε έρεη ιχζε ή φρη, ελψ νπζηαζηηθά πξφθεηηαη γηα απφδεημε κηαο αληζφηεηαο κε 

ρξήζε δχν αληζντζνηήησλ. Δθείλεο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο θπξηήο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε ηε ξίδα x2 θαη 

                                                           
1
 Πεξηζζφηεξα ζηνηρεία γηα ηελ επίδνζε ησλ ππνςεθίσλ ζην ζέκα Γ/2021  ππάξρνπλ ζην [1]. 
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εθείλεο πνπ πξνθχπηεη απφ ην νιηθφ ειάρηζην ηεο f ζην x = 1 (ην νπνίν 

πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ πξνεγεζείζα κειέηε ζην εξψηεκα Γ1). Δπεηδή ζηηο δχν απηέο 

αληζντζφηεηεο ε ηζφηεηα ηζρχεη γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ x, πξνθχπηεη ηειηθά ε 

αληζφηεηα 2f(x) > f(1) + f (x2)(x – x2), απφ ηελ νπνία έπεηαη ακέζσο φηη ε εμίζσζε 

ηνπ εξσηήκαηνο Γ4 είλαη αδχλαηε.  

Η «κεηάιιαμε» ηεο αληζφηεηαο ζε «αδχλαηε εμίζσζε» εμππεξεηνχζε απνθιεηζηηθά 

εμεηαζηηθέο ζθνπηκφηεηεο θαη απηφ επηβεβαηψζεθε απφ ηνλ πνιχ κηθξφ αξηζκφ ησλ 

ππνςεθίσλ πνπ έδσζαλ ηελ πξνεγνχκελε απφδεημε. Αληίζεηα πνιινί πξνζπάζεζαλ 

λα απνδείμνπλ φηη ε εμίζσζε είλαη αδχλαηε κε απαγσγή ζε άηνπν θαη αιιεπάιιειεο 

εθαξκνγέο ηνπ ζεσξήκαηνο Μέζεο Τηκήο ζηα δηάθνξα ππνδηαζηήκαηα ηνπ (0, +) 

πνπ δεκηνπξγνχληαη απφ ηνπο αξηζκνχο x1 < 1 < x2. Αθνινπζψληαο πξνθαλψο 

αληίζηνηρνπο «κεζνδνινγηθνχο θαλφλεο» πνπ είραλ δηδαρζεί ζην ζηάδην ηεο 

πξνεηνηκαζίαο ηνπο, νη πεξηζζφηεξνη απφ απηνχο θαηέιεμαλ ζε αδηέμνδν αιιά είλαη 

εληππσζηαθφ είλαη φηη νξηζκέλνη θαηφξζσζαλ λα νινθιεξψζνπλ ηε δηαδηθαζία 

γεκίδνληαο πνιιέο ζειίδεο. 
2
  

Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2023, Θέκα Γ 

Γίλεηαη ζπλάξηεζε f: (0, 2)  IR κε ηχπν 

  
1

f (x) ln(2 x) θ,
x

     φπνπ θ  IR  

γηα ηελ νπνία ηζρχεη 
x 1

f (x) 2x
lim

x 1





 l  IR.  

Γ1. Να απνδείμεηε φηη  θ = 3.       Μνλάδεο 4  

Γ2. Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε f(x) = 0 έρεη αθξηβψο δχν ξίδεο x1, x2 κε x1 < 1 < x2 

(κνλάδεο 4) θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε φηη 1

1
x

3
  (κνλάδεο 2) Μνλάδεο 6 

Σηα παξαθάησ εξσηήκαηα, x1 θαη x2 είλαη νη ξίδεο πνπ αλαθέξνληαη ζην εξψηεκα Γ2. 

Γ3. Να απνδείμεηε φηη ππάξρεη κνλαδηθφ ζεκείν Μ(μ, f(μ)), κε μ  (0, 1), ζην νπνίν ε 

θιίζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ηζνχηαη κε 

1

1
3f

3

1 3x

 
 
 


     Μνλάδεο 6  

                                                           
2
 Μηα παξφκνηαο κνξθήο, αιιά φρη αδχλαηε εμίζσζε είρε ηεζεί ζην ζέκα Γ ησλ παλειιαδηθψλ 

εμεηάζεσλ ηνπ 2017, κε δεηνχκελν ηελ επίιπζή ηεο. Παξαηεξήζεθαλ θαη ηφηε αληίζηνηρα θαηλφκελα, 

ηα νπνία έρνπκε πεξηγξάςεη ζην [1].    
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Γ4. Αλ επηπιένλ F θαη G είλαη δχν αξρηθέο ζπλαξηήζεηο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην 

δηάζηεκα (0, 2) κε F(x1) = G(x2) = 0, λα απνδείμεηε φηη: 

i) F(x2) + G(x1) = 0 (κνλάδεο 4)  

ii) ε εμίζσζε  x1F(x) + x2G(x) = x1 + x2 – 2x  έρεη αθξηβψο κηα ιχζε ζην δηάζηεκα 

(x1, x2) (κνλάδεο 5)        Μνλάδεο 9  

Σην ζέκα απηφ παξαηεξνχκε φηη δεηείηαη κε άκεζν ή έκκεζν ηξφπν ε επίιπζε ηξηψλ 

εμηζψζεσλ. 

Σην εξψηεκα Γ2, δεηείηαη κε ηνλ ίδην αθξηβψο ηξφπν πνπ έγηλε ζην εξψηεκα Γ1(i)) 

ηνπ 2022, ε απφδεημε ηεο χπαξμεο ησλ δχν ξηδψλ ηεο «κεηθηήο» εμίζσζεο 

1
ln(2 x) 3 0

x
     ζην δηάζηεκα (0, 2) 

(ε κφλε νπζηαζηηθή δηαθνξά είλαη φηη ηψξα πξφθεηηαη γηα ζπλάξηεζε θνίιε) 

Τν γεσκεηξηθφ δεηνχκελν ηνπ εξσηήκαηνο Γ3 αλάγεηαη ζηελ απφδεημε χπαξμεο ηεο 

κνλαδηθήο ξίδαο ηεο εμίζσζεο    

1

1
1

1 1
3f f f (x )

3 3
f (x)

11 3x
x

3

   
   

     




 (1) 

ζην δηάζηεκα (0, 1), ε νπνία κπνξεί λα γίλεη κε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Μέζεο 

Τηκήο ζην δηάζηεκα 1

1
x ,  

3

 
 
 

 θαη έιεγρν ηεο κνλνηνλίαο ηεο πξψηεο παξαγψγνπ. 

Έλαο άιινο ηξφπνο είλαη λα απνδεηρζεί πξψηα φηη ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο πξψηεο 

παξαγψγνπ, φηαλ x  (0, 1), είλαη ην δηάζηεκα (0, +) θαη ζηε ζπλέρεηα φηη ν 

αξηζκφο ζην δεχηεξν κέινο ηεο (1) είλαη ζεηηθφο.    

Τέινο, ζην εξψηεκα Γ4(ii) δεηείηαη επίζεο ε απφδεημε χπαξμεο ηεο κνλαδηθήο ξίδαο 

κηαο εμεδεηεκέλεο εμίζσζεο ζην δηάζηεκα (x1, x2), ηελ νπνία νη ζεκαηνδφηεο 

δεκηνχξγεζαλ ρξεζηκνπνηψληαο δχν αξρηθέο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην δηάζηεκα (0, 2) 

θαη ηηο ξίδεο ηεο πνπ εληνπίζηεθαλ ζην εξψηεκα Γ2. Η απφδεημε εδψ κπνξεί λα γίλεη 

κε εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ζηε βνεζεηηθή ζπλάξηεζε 

h(x) =  x1F(x) + x2G(x) + 2x – x1 – x2, x  (0, 2), 

αμηνπνηψληαο ηδηφηεηεο ησλ αξρηθψλ ζπλαξηήζεσλ F θαη G πνπ ζπλάγνληαη απφ ηα 

πξνεγνχκελα εξσηήκαηα. 

Όπσο αλαθέξεηαη ζην [2], ε αμηνιφγεζε 2700 γξαπηψλ ζην 53
ν
 θαη 66

ν
 Βαζκνινγηθφ 

Κέληξν Γπηηθήο Θεζζαινλίθεο έδεημε φηη ηα πνζνζηά ησλ ππνςεθίσλ πνπ έιαβαλ ην 
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ζχλνιν ησλ κνλάδσλ ζηα ηξία πξνεγνχκελα εξσηήκαηα ήηαλ 14,22%, 7,07% θαη 

2,67% αληίζηνηρα. 

 

2. Η αλάπηπμε κηαο «κεζνδνινγίαο» γηα ηελ αληηκεηώπηζε ηωλ 

εμηζώζεωλ ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο 

Η ζπρλή εκθάληζε ηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ζεκάησλ, φπσο απηά πνπ εμεηάζακε 

ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ήηαλ επφκελν λα πξνθαιέζεη κηα ππεξπαξαγσγή 

αληίζηνηρσλ αζθήζεσλ ζηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία, θαζψο ηελ αλάπηπμε κηαο 

εθηεηακέλεο «κεζνδνινγίαο». Σε έλα βηβιίν πνπ θπθινθφξεζε ζρεηηθά πξφζθαηα, ε 

κεζνδνινγία απηή παξνπζηάδεηαη ζηελ αθφινπζε κνξθή ([3], ζ.272-273):   

ΑΝΑΦΟΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ Δ: 

Ρίδεο 

ΑΝΣΙΜΔΣΧΠΙΗ ΠΡΟΚΤΠΣΔΙ ΑΠΟ: 

Η f(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία 

ξίδα ζην (α, β)  

Θ. Bolzano ή Θ. Rolle γηα ηελ F κε  

F(x) = f(x), x  [α, β]  

Η f(x) = 0 έρεη ην πνιχ κία ξίδα 

ζην (α, β)  

f γλεζίσο κνλφηνλε ζην (α, β) ή άηνπνο 

απαγσγή κε Θ. Rolle  

Η f(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ζην 

(α, β)  
Σπλδπαζκφο ησλ δχν πξνεγνπκέλσλ  

Η f(x) = 0 έρεη ηνπιάρηζηνλ λ 

ξίδεο ζην (α, β)  

Χσξίδνπκε ην [α, β] ζε λ ίζα ππνδηαζηήκαηα 

πιάηνπο θαη αλαγφκαζηε ζηελ πξψηε 

πεξίπησζε  

Η f(x) = 0 έρεη ην πνιχ λ ξίδεο ζην 

(α, β) 
Άηνπνο απαγσγή θαη Θ. Rolle  

Η f(x) = 0 έρεη αθξηβψο λ ξίδεο 

ζην (α, β) 
Σπλδπαζκφο ηέηαξηεο θαη πέκπηεο πεξίπησζεο  

Πνην είλαη ην πξφζεκν θαη ην 

πιήζνο ησλ ξηδψλ ηεο f(x) = 0;  

Βξίζθνπκε ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο f, θάλνληαο ηνλ 

πίλαθα κεηαβνιήο ηεο θαη αλαγφκαζηε ζηελ 

ηξίηε πεξίπησζε  

Λχζηε ηελ f(x) = 0 ζην Α  
Βξίζθνπκε ηηο πξνθαλείο ξίδεο ηεο f θαη 

απνδεηθλχνπκε φηη δελ έρεη άιιεο 

    Δθείλν πνπ θάλεη εληχπσζε είλαη φηη κφλν ε ηειεπηαία πεξίπησζε αλαθέξεηαη ζηελ 

εχξεζε ησλ ξηδψλ (επίιπζε) κηαο εμίζσζεο, δειαδή απηφ πνπ νη καζεηέο έθαλαλ φια 

ηα πξνεγνχκελα ρξφληα ζην Γπκλάζην θαη ην Λχθεην. Καη κάιηζηα γίλεηαη ιφγνο κφλν 
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γηα «πξνθαλείο ξίδεο» θαη απφδεημε φηη δελ ππάξρνπλ άιιεο. Ο ζπγγξαθέαο εχινγα 

ζεσξεί δεδνκέλν φηη ζε θάζε άιιε πεξίπησζε (π.ρ. κηαο δηηεηξάγσλεο εμίζσζεο), ν 

καζεηήο ηεο Γ΄ Λπθείνπ δηαζέηεη ηηο γλψζεηο γηα λα ηηο αληηκεησπίζεη.
3
 

Δίλαη πξνθαλέο απφ ηα παξαπάλσ φηη ε ζεκαηνινγία ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ 

έρεη δεκηνπξγήζεη κηα «παξάιιειε χιε» γχξσ απφ ηηο εμηζψζεηο, ε νπνία ζηεξίδεηαη 

θπξίσο ζηα ππαξμηαθά ζεσξήκαηα ηεο Αλάιπζεο. Τν δήηεκα πνπ ηίζεηαη αθνξά ηελ 

επίδξαζε απηήο ηεο «χιεο» ζηηο πξνεγνχκελεο γλψζεηο ησλ καζεηψλ γηα ηελ επίιπζε 

ησλ εμηζψζεσλ, θαη ηδηαίηεξα αλ ν ηξφπνο δηδαζθαιίαο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ επλνεί ηελ 

νκαιή ζπλχπαξμή ηνπο. Πξηλ αλαθέξνπκε νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ζπγθεθξηκέλν δήηεκα, ζα παξαζέζνπκε κηα θσηνγξαθία απφ 

γξαπηφ ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ, πνπ είλαη αξθεηά δηαθσηηζηηθή γηα ηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν πξνζιακβάλνπλ ηε ζπγθεθξηκέλε «χιε» πνιινί καζεηέο: 

 

Τα πξνεγνχκελα γξάθηεθαλ απφ έλαλ ππνςήθην πξηλ αζρνιεζεί κε ην εξψηεκα 

Γ2(ii) ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ηνπ 2021 πνπ δεηνχζε, φπσο είδακε ζηελ 

πξνεγνχκελε ελφηεηα, ηελ εχξεζε ηεο κνλαδηθήο ξίδαο ηεο ηξηγσλνκεηξηθήο 

εμίζσζεο –εκx = 0 δηάζηεκα 
3π

0,  
2

 
 
 

. Ο ππνςήθηνο, αληί γηα ηελ εχξεζε ηεο ξίδαο 

x = π κε αμηνπνίεζε βαζηθψλ γλψζεσλ ηεο Β΄ Λπθείνπ, ρξεζηκνπνίεζε ην ζεψξεκα 

Rolle γηα λα απνδείμεη ηελ χπαξμή ηεο θαη βξέζεθε εθηφο ζέκαηνο. Η αλαγξαθή ελφο 

πιήζνπο πεξηπηψζεσλ ηεο ζρεηηθήο «κεζνδνινγίαο» πξηλ αξρίζεη λα αζρνιείηαη κε ην 

εξψηεκα, δείρλεη αξρηθά ηελ αλαζθάιεηα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ππνςήθηνπ. Τν 

απνηέιεζκα δείρλεη επίζεο ηελ αδπλακία λα εμηζνξξνπήζεη ηε λέα «χιε» κε ηηο 

πξνεγνχκελεο γλψζεηο ηνπ γηα ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. Έλα άιιν ζεκαληηθφ 

                                                           
3
 Τηο πξνεγνχκελεο δεθαεηίεο έρεη αλαπηπρζεί κηα εθηεηακέλε ζπγγξαθηθή δξαζηεξηφηεηα γηα ηε 

ζπγθεθξηκέλε «χιε» θαη ηελ αληίζηνηρε «κεζνδνινγία», απφ ηελ νπνία παξαζέηνπκε ζηε 

βηβιηνγξαθία νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα (βι. ηα [4], [5], [6] θαη [7]). 
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δήηεκα είλαη αλ νη ππνςήθηνη γεληθά είλαη ζε ζέζε λα επηιέμνπλ ηνλ θαηάιιειν 

«κεζνδνινγηθφ θαλφλα» ζε θάζε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε.    

Η ρξήζε απφ κεγάιν αξηζκφ ππνςεθίσλ εμεδεηεκέλεο «κεζνδνινγίαο», αθφκε θαη 

ζε πεξηπηψζεηο πνπ είλαη εληειψο πεξηηηή ή αλεθάξκνζηε, παξαηεξείηαη θάζε ρξφλν 

ζηα βαζκνινγηθά θέληξα ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. Απηή ε πνξεία, αθφκε θαη 

φηαλ δελ νδεγεί ζε αδηέμνδν, πξνθαιεί απψιεηα πνιχηηκνπ ρξφλνπ πνπ είλαη 

θαηαζηξνθηθή κέζα ζηηο αζθπθηηθέο ζπλζήθεο ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ. Σηελ 

ελφηεηα 1 αλαθέξακε νξηζκέλα παξαδείγκαηα ηέηνηαο ζπκπεξηθνξάο ζηελ 

αληηκεηψπηζε εμηζψζεσλ πνπ ηέζεθαλ ζηηο εμεηάζεηο ηα ηξία ηειεπηαία ρξφληα. Σηε 

επφκελε ελφηεηα ζα παξνπζηάζνπκε νξηζκέλα αθφκε απφ εμεηάζεηο πξνεγνπκέλσλ 

εηψλ. 

 

3. Μεξηθά ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ζεκάηωλ ζηα νπνία 

δεηείηαη κε άκεζν ή έκκεζν ηξόπν ε κειέηε ηωλ ξηδώλ κηαο εμίζωζεο 

Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2015, Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

2

e
f (x)

x 1



, x  IR. 

Γ1. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα απνδείμεηε φηη ην ζχλνιν 

ηηκψλ ηεο είλαη ην δηάζηεκα (0, +∞).     [Μνλάδεο 6]  

Γ2. Να απνδείμεηε φηη ε εμίζσζε 

  
2

3 x 2 e
f e x 1

5

     

έρεη ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ κία αθξηβψο ξίδα. [Μνλάδεο 8]  

 

Tα εξσηήκαηα Γ1 θαη Γ2 (ζην ζέκα απηφ ππήξραλ δχν αθφκε εξσηήκαηα) ζπληζηνχλ 

ηελ θιαζηθή κνξθή ελφο ζέκαηνο ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ ζην νπνίν δεηείηαη ε 

δηεξεχλεζε ησλ ξηδψλ κηαο εμίζσζεο. Τν Γ1 «πξνεηνηκάδεη» ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα 

(κνλνηνλία, ηδηφηεηα 1–1 θαη ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο f) κε ηα νπνία ζα γίλεη 

δπλαηή ζην Γ2 ε απφδεημε ηεο χπαξμεο κνλαδηθήο ξίδαο κηαο εμίζσζεο πνπ 

θαηαζθεπάδεηαη κε βάζε ηε ζπλάξηεζε f. Πξνθαλψο δελ ρξεηάδεηαη λα ζρνιηάζνπκε 

φηη ε ζπγθεθξηκέλε εμίζσζε εμππεξεηεί απνθιεηζηηθά ηηο εμεηαζηηθέο ζθνπηκφηεηεο 

θαη δελ έρεη θαλφλα λφεκα έμσ απφ απηέο. Οχηε επίζεο φηη ε δηδαζθαιία ησλ 
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Μαζεκαηηθψλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ δίλεη πξνηεξαηφηεηα ζε ζέκαηα απηνχ ηνπ είδνπο θαη 

παξφκνηα έρνπλ δηδαρζεί φινη νη καζεηέο. 

Σηηο ελδεηθηηθέο απαληήζεηο πνπ ζηέιλεη ε Κεληξηθή Δπηηξνπή Δμεηάζεσλ πξνο ηα 

βαζκνινγηθά θέληξα, πξνηάζεθε γηα ην εξψηεκα Γ2 ε αθφινπζε ζπλνπηηθή ιχζε: 

Δίλαη  

     

 

2 f
3 x 2 3 x 2

1 1

3 x 3
3 x 2

2

e
f e x 1 f e x 1 f (2)

5

e e e
e x 1 2 f (x) f (Α)

2 x 1 2


 





       

        


 

Απφ ζ. ελδηακέζσλ ηηκψλ ζα ππάξρεη μΙR: 
2e

f (μ)
2

  θαη ην μ κνλαδηθφ (f γλήζηα 

κνλφηνλε). 
4
 

Η αμηνπνίεζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο πνπ έρεη ηελ ηδηφηεηα 1–1 

απνηειεί κία απφ ηηο θιαζηθέο κεζφδνπο γηα ηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο ξίδαο κηαο 

εμίζσζεο κε ηα εξγαιεία ηεο Αλάιπζεο. Παξά ην γεγνλφο φηη ηα πξνεγνχκελα 

αλήθνπλ ζηνλ ππξήλα ηεο ζρεηηθήο «κεζνδνινγίαο», ππήξμαλ γξαπηά ζηα νπνία ε 

αληηκεηψπηζε ηνπ εξσηήκαηνο Γ2 έγηλε κε  επηινγή κηαο δηαθνξεηηθήο θαη εμαηξεηηθά 

ρξνλνβφξαο κεζφδνπ. Τν επφκελν απνηειεί έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απφ 

γξαπηφ πνπ ζπγθέληξσζε πςειή βαζκνινγία: 

Ο ππνςήθηνο εηζάγεη ηε βνεζεηηθή ζπλάξηεζε  3 x 2h(x) e x 1    θαη ε εμίζσζε 

  
2

3 x 2 e
f e x 1

5

     γίλεηαη  
2e

f h(x)
5

 . 

Σηε ζπλέρεηα εηζάγεη ηε λέα βνεζεηηθή ζπλάξηεζε  

 
 

3 xh(x) e (x 1)

22
3 x 2

e e
k(x) f h(x)

h (x) 1 e x 1 1

  



  
   

 

 

Βξίζθεη κε πιήξε κειέηε φηη απηή ε ζχλζεηε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 

θαη έρεη ζχλνιν ηηκψλ ην (1, +∞). 

Δπεηδή   
2e

1,478 1,
5

   ε εμίζσζε ζα έρεη αθξηβψο κία ιχζε. 

                                                           
4
 Πξέπεη λα ηνληζηεί φηη ε ρξήζε ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ f(A) ζην ηειεπηαίν βήκα ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ 

ηεο αξρηθήο εμίζσζεο, θαζηζηά πεξηηηή ηελ αλαθνξά ζην ζεψξεκα ελδηάκεζσλ ηηκψλ. Πξφθεηηαη 

νπζηαζηηθά γηα κία άζθνπε επαλάιεςε ηνπ νξηζκνχ ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο πνπ ππάξρεη 

ζηε ζειίδα 15 ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ. Δπίζεο πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε δηαηχπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο 

ελδηάκεζσλ ηηκψλ ζην ζρνιηθφ βηβιίν (ζ.76) αλαθέξεηαη ζε ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη νξηζκέλεο ζε 

θιεηζηφ δηάζηεκα.    
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Όπσο είλαη θαλεξφ ν ζπγθεθξηκέλνο ππνςήθηνο εθαξκφδεη ηελ ίδηα κέζνδν κε εθείλε 

ηεο Κ.Δ.Δ., έρνληαο φκσο κεγάιε εμάξηεζε απφ κηα άιιε κέζνδν, ηελ εηζαγσγή 

βνεζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ («ζέησ h(x) = …»). Αγλνεί νπζηαζηηθά ηα απνηειέζκαηα 

ηνπ εξσηήκαηνο Γ1 γηα ηε ζπλάξηεζε f θαη ηα απνδεηθλχεη εθ λένπ γηα ηε ζχλζεηε 

ζπλάξηεζε k(x) = f(h(x). Έηζη ε δεηνχκελε απφδεημε ζην Γ2 γίλεηαη πνιχπινθε θαη 

ρξνλνβφξα, θαη είλαη αμηνζαχκαζην φηη είρε ηελ ηθαλφηεηα λα ηε θέξεη ζε πέξαο. 

Η πεξίπησζε απηή εγείξεη έλα ελδηαθέξνλ εξψηεκα: Τη είδνπο καζεκαηηθή ηθαλφηεηα 

θαη θξίζε δειψλεη ε πξνεγνχκελε ιχζε; 

Ο ζπγθεθξηκέλνο ππνςήθηνο δηαζέηεη πξνθαλψο κεγάιε ηερληθή ηθαλφηεηα ζηελ 

εθηέιεζε «ζπληαγψλ» θαη πξάμεσλ, αιιά αλαδχνληαη πνιιά εξσηεκαηηθά αλ δηαζέηεη 

θξηηηθή ηθαλφηεηα νξζψλ επηινγψλ θαη απνθάζεσλ (ε νπνία παίδεη θξίζηκν ξφιν ζηηο 

κεηέπεηηα ζπνπδέο θαη ηελ επαγγεικαηηθή ζηαδηνδξνκία). 

Τν επφκελν παξάδεηγκα θέξλεη ζηελ επηθάλεηα ην άιιν πξφβιεκα πνπ έρνπκε ήδε 

επηζεκάλεη, ηελ θπξηαξρία ηεο «κεζνδνινγίαο» έλαληη ησλ πξνεγνχκελσλ γλψζεσλ 

ησλ καζεηψλ. 

Δπαλαιεπηηθέο Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2002, Θέκα Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

x

e 1
f (x)

e 1





, xΙR 

α. Να δείμεηε φηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε .
5
 

         [Μνλάδεο 10] 

β. Να δείμεηε φηη ε εμίζσζε f 
–1

(x) = 0 έρεη κνλαδηθή ξίδα ην κεδέλ. 

         [Μνλάδεο 5] 

 

Σην ζέκα απηφ δεηείηαη (έκκεζα) ε επίιπζε κηαο παξακεηξηθήο εθζεηηθήο εμίζσζεο 

θαη (άκεζα) ε απφδεημε φηη κηα ινγαξηζκηθή εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ξίδα ην κεδέλ. 

Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη φια ηα δεηνχκελα κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ κε βαζηθέο 

γλψζεηο ηεο Α΄ θαη Β΄ Λπθείνπ. 

Απνδεηθλχνπκε αξρηθά φηη ε δνζείζα ζπλάξηεζε f είλαη 1–1 κε δχν ηξφπνπο. 

i) Με ρξήζε ηνπ νξηζκνχ: 

   
1 2

1 2

x x

1 2 1 2x x

e 1 e 1
f x f x  . . . x x

e 1 e 1

 
     

 
 

                                                           
5
 Τν εξψηεκα (α) είλαη ε άζθεζε 2(vii) A΄ Οκάδαο ηεο §1.3 ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ  
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ii) Απνδεηθλχνπκε φηη ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα, αθνχ πξψηα κεηαζρεκαηίζνπκε ηνλ 

ηχπν ηεο σο εμήο: 

x x x

x x x x x

e 1 e 1 2 e 1 2 2
f (x) 1

e 1 e 1 e 1 e 1 e 1

   
     

    
 

Άξα:   1 2 1 2

1 2

x x x x

1 2 x x

1 1
x x e e e 1 e 1

e 1 e 1
         

 
 

   
1 2 1 2

1 2x x x x

2 2 2 2
1 1 f x f x

e 1 e 1 e 1 e 1
        

   
 

Γηα ηελ εχξεζε ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο απαηηείηαη ε επίιπζε ηεο παξακεηξηθήο 

εμίζσζεο 

f(x) = y κε x, yIR (1) 

x
x x x

x

e 1
(1) y e 1 ye y (1 y)e 1 y  (2)

e 1


         


 

Αλ y = 1, ε εμίζσζε (2)  0e
x
 = 2  (αδχλαηε)  

Αλ y  1, ε εμίζσζε  (2)  
x

1 y
x ln

1 y1 y
e

1 y1 y
0

1 y


  

  
  

 

 (3) 

2 21 y
0 (1 y)(1 y) 0 1 y 0 y 1 1 y 1

1 y


             


 

Τν δηάζηεκα (–1, 1) είλαη ην ζχλνιν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο f  

Άξα ζχκθσλα κε ηελ (3), ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο f είλαη ε 

f
–1

: (–1, 1)  IR  κε  
1 1 x

f (x) ln
1 x

 



 

Η απάληεζε ζην εξψηεκα (β) αλάγεηαη ζηελ επίιπζε κηαο ινγαξηζκηθήο εμίζσζεο: 

1

1 x 1 x
ln 0 ln ln1

f (x) 0 1 x 1 x

1 x 1 1 x 1

1 x
1 x 1 x x 01

1 x
1 x 1 1 x 1

1 x 1



  
  

     
       


     

   
        

 

Η πξνεγνχκελε ιχζε εμαζθαιίδεη επίζεο, ρσξίο θακηά άιιε επεμήγεζε, φηη ην x = 0 

είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο f 
–1

(x) = 0. 

Φαίλεηαη φκσο φηη απηφ ην γεγνλφο δελ ζεσξείηαη επαξθήο ιφγνο απφ πνιινχο 

καζεηέο. Όηαλ ην πξνεγνχκελν ζέκα ηέζεθε ζε έλα ελδνζρνιηθφ επαλαιεπηηθφ 
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δηαγψληζκα, θαλείο δελ ρξεζηκνπνίεζε ηηο γλψζεηο ηεο Β΄ Λπθείνπ γηα λα ιχζεη ηε 

ινγαξηζκηθή εμίζσζε. Γλσξίδνληαο απφ ηελ εθθψλεζε ηε ξίδα x = 0, νη πεξηζζφηεξνη 

έγξαςαλ φηη είλαη πξνθαλήο (ή έθαλαλ επαιήζεπζε κε αληηθαηάζηαζε) θαη ζηε 

ζπλέρεηα απέδεημαλ ηε κνλαδηθφηεηα κε απαγσγή ζε άηνπν ρξεζηκνπνηψληαο ην 

ζεψξεκα Rolle: 

Έζησ φηη έρεη θαη δεχηεξε ξίδα ξ  (–1, 1) κε ξ  0.  

Τφηε ηζρχεη f
–1

(0) = f
–1

(ξ) = 0 θαη επεηδή ε f
–1

 είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην 

[0, ξ], ζα ππάξρεη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Rolle έλα ηνπιάρηζηνλ μ(0, ξ) ηέηνην 

ψζηε  1f (μ) 0 
 . Απηφ φκσο είλαη άηνπν επεηδή ηζρχεη 

 1

2

1 x 2
f (x) ln  . . . 0

1 x 1 x


 

    
  

  γηα θάζε x(–1, 1) 

Απηή ε απάληεζε είλαη πξνθαλψο ζσζηή αιιά ηελ αλαθέξνπκε επεηδή δείρλεη ηελ 

αξλεηηθή επίδξαζε ηεο «κεζνδνινγίαο» πνπ δηδάζθεηαη ζηελ Γ΄ Λπθείνπ ζηηο 

καζεκαηηθέο γλψζεηο πνπ έρνπλ απνθηεζεί ζηηο πξνεγνχκελεο ηάμεηο. Οη 

θαηαζηξνθηθέο ζπλέπεηεο απηήο ηεο θαηάζηαζεο θαίλνληαη ηδηαίηεξα φηαλ ε 

«κεζνδνινγία» εθαξκφδεηαη ζην ζέκα Β ησλ παλειιαδηθψλ εμεηάζεσλ, κε ην νπνίν 

ηα ηειεπηαία ρξφληα αμηνινγνχληαη νη πνιχ βαζηθέο γλψζεηο ηεο Αλάιπζεο πνπ 

δηδάζθνληαη ζηελ Γ΄ Λπθείνπ. Τν επφκελν παξάδεηγκα είλαη αξθεηά δηαθσηηζηηθφ: 

Παλειιαδηθέο Δμεηάζεηο 2016, Θέκα Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2

2

x
f (x)

x 1



, x  ΙR. 

Β1. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα, ηα δηαζηήκαηα 

ζηα νπνία ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ηα αθξφηαηα ηεο f. [Μνλάδεο 6] 

Β2. Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη θπξηή, ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f 

είλαη θνίιε θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηα ζεκεία θακπήο ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο.

         [Μνλάδεο 9] 

Σηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα (φπσο θαη ζηα άιια δχν) απηνχ ηνπ ζέκαηνο, δελ 

ππάξρεη θακία αλαθνξά ζηελ επίιπζε ή ηε κειέηε ησλ ξηδψλ θάπνηαο εμίζσζεο. 

Απηφ ην δήηεκα φκσο εκθαλίδεηαη αλαγθαζηηθά, επεηδή γηα λα δνζνχλ νη δεηνχκελεο 

απαληήζεηο απαηηείηαη ε γλψζε ησλ ξηδψλ ηεο πξψηεο θαη ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ. 

Οη ππνςήθηνη δελ είραλ θαλέλα πξφβιεκα εθαξκνγήο ησλ θαλφλσλ παξαγψγηζεο γηα 

ηελ εχξεζε ησλ παξαγψγσλ πνπ γίλεηαη σο εμήο: 
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2 2

2 2
2 2

2x x 1 x 2x 2x
f (x)

x 1 x 1

  
  

 
 (1) 

   

 

2
2 2 2

4
2

2 x 1 8x x 1
f (x)

x 1

  
 


  (2) 

Σηελ πεξίπησζε ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ εκθαλίζηεθαλ δχν δηαθνξεηηθέο ηάζεηο. 

Έλαο κηθξφο κφλν αξηζκφο ππνςεθίσλ είρε ηε δπλαηφηεηα λα εθηειέζεη κε επηηπρία 

ηε δηαδηθαζία ηεο αιγεβξηθήο απινπνίεζεο ζην δεχηεξν κέινο ηεο (2), θαη λα 

πξνζδηνξίζεη ηε δεχηεξε παξάγσγν ζηε κνξθή 

  

   

2 2 2

4 3
2 2

x 1 2 6x 2 6x
f (x)

x 1 x 1

  
  

 
  (3) 

Οη πεξηζζφηεξνη ζπλέρηζαλ απηφεηνη ηηο πξάμεηο ζηνλ αξηζκεηηθή θαη έθηαζαλ ζηελ 

   

4 2 4 2 4 2

4 4
2 2

2x 4x 2 8x 8x 6x 4x 2
f (x)

x 1 x 1

      
  

 
 (4) 

Έηζη ινηπφλ ε δεηνχκελε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο εμαξηάηαη απφ ηελ ηθαλφηεηα ησλ 

ππνςεθίσλ λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο ξίδεο θαη ην πξφζεκν ηεο (1) γηα ηελ πξψηε 

παξάγσγν θαη ηεο (3) ή (4) γηα ηε δεχηεξε παξάγσγν. 

Η πιεηνςεθία ησλ ππνςεθίσλ δελ είρε θακηά δπζθνιία λα πξνζδηνξίζεη ηε ξίδα θαη 

ην πξφζεκν ηεο πξψηεο παξαγψγνπ απφ ηελ (1) αλ θαη ζε νξηζκέλα γξαπηά 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ «κέζνδνη» ηνπ είδνπο: 

«Έρεη πξνθαλή ξίδα ην 0. Έζησ φηη έρεη θαη άιιε ξίδα ξ …» 

Απηφ είρε σο ζπλέπεηα ηελ εκπινθή ζε κηα αδηέμνδε πξνζπάζεηα λα απνδεηρζεί, κε 

απαγσγή ζε άηνπν, φηη ε ξεηή εμίζσζε 

 
2

2

2x
0

x 1



 έρεη κνλαδηθή ξίδα ην x = 0 (!!). 

Αληίζεηα, ε πιεηνςεθία ζπλάληεζε κεγάιε δπζθνιία κε ηνλ εληνπηζκφ ησλ ξηδψλ θαη 

ηνπ πξνζήκνπ ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ απφ ηελ (3) ή ηελ (4). Τα επφκελα 

παξαδείγκαηα ησλ «κεζφδσλ» πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είλαη ραξαθηεξηζηηθά: 

Μηα κεγάιε θαηεγνξία ππνςεθίσλ έδεημε πιήξε άγλνηα ζηνηρεηψδνπο αιγεβξηθνχ 

ινγηζκνχ, ζπγρένληαο ηελ επίιπζε ησλ αληζψζεσλ 2
νπ

 βαζκνχ κε ηελ επίιπζε ησλ 

αληίζηνηρσλ εμηζψζεσλ:   
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2 2 2

2 2 2

1 1
2 6x 0 6x 2 x x

3 3
1 1

2 6x 0 6x 2 x x
3 3

        

        

   

Μηα άιιε κεγάιε θαηεγνξία θαηέθπγε ζηελ εηζαγσγή βνεζεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ: 

«Θέησ h(x) = 2 – 6x
2
   ή   h(x) = –6x

4
 – 4x

2
 + 2 …» 

Δηδηθά ζηε δεχηεξε πεξίπησζε, πνιινί ππνςήθηνη πξαγκαηνπνίεζαλ πιήξε κειέηε 

ηεο βνεζεηηθήο ζπλάξηεζεο h κε ρξήζε παξαγψγσλ, θαηαζθεχαζαλ πίλαθα 

κεηαβνιψλ, πξνζδηφξηζαλ αθφκε θαη ην ζχλνιν ηηκψλ (–, 2]. Δπίζεο απέδεημαλ κε 

ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Bolzano ηελ χπαξμε δχν πξαγκαηηθψλ ξηδψλ ξ1(–, 0) θαη 

ξ2(0, +) ηεο h, νη νπνίεο είλαη ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο. Γελ ήηαλ φκσο ζε ζέζε λα 

πξνζδηνξίζνπλ απηέο ηηο ζέζεηο επαθξηβψο κε επίιπζε ηεο δηηεηξάγσλεο εμίζσζεο! 

Δπεηδή ην έηνο 2016 έγηλαλ νη πξψηεο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο κε ην ζχζηεκα ησλ 

Οκάδσλ Πξνζαλαηνιηζκνχ, ν Δζληθφο Οξγαληζκφο Δμεηάζεσλ πξαγκαηνπνίεζε γηα 

πξψηε θνξά κηα ζηαηηζηηθή κειέηε ησλ επηδφζεσλ ησλ φισλ ππνςεθίσλ. Απφ ηνπο 

40390 ππνςήθηνπο πνπ εμεηάζηεθαλ ην 2016 ζηα Μαζεκαηηθά ζην εξψηεκα Β1 

έιαβαλ ην ζχλνιν ησλ 6 κνλάδσλ ιίγν πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο κηζνχο, ελψ ζην 

εξψηεκα Β2 έιαβαλ ην ζχλνιν ησλ 9 κνλάδσλ πεξίπνπ έλαο ζηνπο πέληε (βι. [8], 

ζ.148). Αλ ιάβνπκε ππφςε φηη κε ηα ζπγθεθξηκέλα εξσηήκαηα εμεηάδνληαη νη πιένλ 

βαζηθέο γλψζεηο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Γηαθνξηθνχ Λνγηζκνχ πνπ δηδάζθνληαη νη 

καζεηέο ζηελ Γ΄ Λπθείνπ, θαζψο θαη φηη ηα ίδηα, ρακειά πνζνζηά επηηπρίαο ζην ζέκα 

Β θαηαγξάθνληαη κέρξη ζήκεξα, είλαη θαλεξφ φηη πθίζηαηαη έλα κείδνλ πξφβιεκα 

δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Καη γηα λα πξνιάβνπκε πηζαλέο 

παξεξκελείεο, κε ην φξν «δηδαζθαιία» ελλννχκε εδψ ηφζν ηελ ελδνζρνιηθή φζν θαη 

ηελ εμσζρνιηθή πξνπαξαζθεπή γηα ηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο πνπ κνλνπσιεί ην 

ελδηαθέξνλ δηδαζθφλησλ θαη δηδαζθνκέλσλ ζηελ Γ΄ Λπθείνπ. 

Τν πξφβιεκα εκθαλίδεηαη κε έληνλν ηξφπν ζηηο παλειιαδηθέο εμεηάζεηο ιφγσ ηεο 

ζρνιαζηηθήο δηαδηθαζίαο αμηνιφγεζεο ησλ γξαπηψλ, αιιά είλαη πξνθαλέο φηη 

δηαηξέρεη νιφθιεξν ην θάζκα ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο.       
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